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Teoria della Probabilità (Cenni)



Teoria della Probabilità (Cenni)Teoria della Probabilità (Cenni)

In questa lezione vedremo alcuni cenni di teoria della probabilità:

La teoria della probabilità è una branca della matematica
che si occupa di fenomeni soggetti ad incertezza

Perché ci interessa? Perché ha moltissime applicazioni

A noi ce ne interessano due in particolare:

■ Analisi ed interpretazione di dati sperimentali (statistica)
■ Modellazione, analisi e simulazione sistemi dinamici stocastici



EsperimentiEsperimenti

Partiamo da una nozione fondamentale:

Si dice esperimento una procedura ripetibile,
con uno o più possibili risultati

Un esperimento si dice:

■ Deterministico se ha un solo risultato possibile (Calcolare )
■ Stocastico se ci sono più risultati possibili

2 + 2

L'insieme dei possibili risultati si chiama spazio di campionamento



Esperimenti: EsempiEsperimenti: Esempi

Un primo esempio: lancio di un dado

Spazio di campionamento:

■ "esce 1", "esce 2", "esce 3", "esce 4", "esce 5", "esce 6"



Esperimenti: EsempiEsperimenti: Esempi

Un secondo esempio: nascita di un bimbo

Spazio di campionamento:

■ "maschietto", "femminuccia"



Misura di ProbabilitàMisura di Probabilità

Si chiama probabilità è una misura di quanto è verosimile
che un esperimento abbia un certo risultato

Tecnicamente, una misura di probabilità è una funzione:

P : Ω ↦ ℝ
■  è lo spazio di campionamento
■  è un possibile risultato (si dice anche scenario)

Ω
ω ∈ Ω

Quindi, una misura di probabilità associa un numero agli scenari



Misura di ProbabilitàMisura di Probabilità

Una misura di probabilità soddisfa due proprietà fondamentali

1) La probabilità di uno scenario è sempre compresa tra 0 ed 1:

P(ω) ∈ [0, 1], ∀ω ∈ Ω
■  corrisponde ad un risultato certo
■  corrisponde ad un risultato certo

1
0

2) La somma delle probabilità degli scenari è sempre 1:

P(ω) = 1∑
ω∈Ω



Misura di ProbabilitàMisura di Probabilità

Qualche esempio:

Per il lancio di dado:

P('1') = P('2') = P('3') = P('4') = P('5') = P('6') = 1
6

Per un dado truccato invece potremmo avere:

P('1') = P('2') = P('3') = P('4') = P('5') = 1
7 P('6') = 2

7
Per i figli di un mio certo amico ;-)

P('maschietto') = 1 P('femminuccia') = 0



Esperimenti ed EventiEsperimenti ed Eventi

Si dice evento un insieme di risultati di un esperimento

■ E.g. "Il valore del dado è minore di 4"  ⟶ A = {'1', '2', '3'}
È possibile associare un probabilità ad un evento

Basta sommare le probabilità degli scenari in esso contenuti:

P(A) = P(ω)∑
ω∈A

■ E.g. P({'1', '2', '3'}) = 1/6 + 1/6 + 1/6



Esperimenti Più ComplessiEsperimenti Più Complessi

Capita di avere a che fare con esperimenti più complessi:

■ E.g. lancio di due dadi
■ E.g. peso ed altezza di un bimbo che deve nascere

Si trattano nello stesso, modo! Va solo definito bene :Ω
■ E.g. per il lancio di due dadi:

Ω = {('1', '1'), ('1', '2'), … ('2', '1'), ('2', '2'), … ('6', '6')}
■ E.g. per il peso e l'altezza di un bimbo:

Ω = {('M', '50cm'), ('F', '49.7cm'), …}



Combinazioni di EventiCombinazioni di Eventi

Gli eventi si possono combinare con gli operatori insiemistici

È spesso utile nel caso di esperimenti più complessi. Per esempio:

■ "Il dado 1 è minore di 3":

A = {('1', '1'), ('1', '2'), … ('2', '1'), ('2', '2'), … ('2', '6')}
■ "Il dado 2 è maggiore di 4":

B = {('1', '5'), ('2', '5'), … ('1', '6'), ('2', '6'), … ('6', '6')}
■ "Il dado 1 è minore di 3 ed il dado 2 è maggiore di 4":

A ∩ B = {('1', '5'), ('1', '6'), ('2', '5'), ('2', '6')}



Eventi IndipendentiEventi Indipendenti

■ Se le probabilità di due eventi  e  non sono correlate...
■ ...La probabilità di  può essere dedotta da  e 

A B
P(A ∩ B) P(A) P(B)

In particolare, abbiamo che:

Due eventi si dicono indipendenti se P(A ∩ B) = P(A)P(B)

Per esempio, per  e  della slide precedente, abbiamo:A B

P(A) = 2
6 P(B) = 2

6 P(A ∩ B) = 4
36



Eventi Indipendenti e Non IndipendentiEventi Indipendenti e Non Indipendenti

In generale, non è detto che due eventi siano indipendenti:

■ E.g. in un neonato genere ed altezza sono correlati
■ ...La differenza è di ben 1cm :-)

In questo caso, non possiamo dedurre  da  e P(A ∩ B) P(A) P(B)
Vale però in ogni caso la seguente relazione:

P(A ∩ B) = P(A|B)P(B)
■  si chiama probabilità condizionata
■ È la probabilità che si verifichi , assumendo che  si sia verificato

P(A|B)
A B

Perché è utile? Perché in alcuni casi,  è facile da ottenereP(A|B)
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Variabili Aleatorie



Variabili AleatorieVariabili Aleatorie

Cosa ce ne facciamo di queste informazioni? Possiamo:

1) Determinare la probabilità di eventi interessanti

■ E.g. probabilità di fare scala a poker cambiando due carte :-)

2) Considerare l'effetto dell'incertezza in formule matematiche

■ Metodo: associamo un numero agli eventi che ci interessano
■ Risultato: una variabile il cui valore dipende da un esperimento

Si chiama variabile aleatoria una variabile il cui valore
dipende dall'esito di un esperimento



Variabili AleatorieVariabili Aleatorie

■ Una variabile aleatoria è sempre associata alla funzione...
■ ...che mappa ogni evento rilevante in un numero

Formalmente, la variabile aleatoria coincide con tale funzione:

Chiamiamo la nostra variabile aleatoria  (si usano le maiuscole)X

■ E.g. per il dado, potremmo avere:
X('1') = 1
X('4') = 4

X('2') = 2
X('5') = 5

X('3') = 3
X('6') = 6

■ E.g. per l'altezza di un neonato potremmo avere:

X('il bimbo è alto y cm') = y



Distribuzioni di ProbabilitàDistribuzioni di Probabilità

Con le variabili aleatorie, associamo numeri e probabilità:

■ Una variabile  associa un numero ad un evento...
■ ...ed ogni evento è associato ad un probabilità

X

La relazione tra i due si chiama distribuzione di probabilità

Di solito, la si caratterizza con una funzione:

f : D ↦ [0, 1]
■  è il dominio della variabile aleatoria
■ Se  è discreto,  si chiama funzione di massa di probabilità
■ Se  è continuo,  si chiama funzione di densità di probabilità

D
D f
D f



Distribuzioni di ProbabilitàDistribuzioni di Probabilità

Possiamo disegnare la funzone ! E.g. per il lancio di dado:f



Distribuzioni di ProbabilitàDistribuzioni di Probabilità

Possiamo disegnare la funzone ! E.g. per il dado truccato:f



Distribuzioni di ProbabilitàDistribuzioni di Probabilità

Possiamo disegnare la funzone ! E.g. per l'altezza di un bimbo:f



Valore AttesoValore Atteso

Si può descrivere una V. A.  mediante alcune grandezze notevoliX

Una di queste è il suo valore atteso:

E[X] =

⎧

⎩
⎨⎪⎪

x f (x)∑
x∈D

x f (x)dx∫D

se D è discreto

se D è continuo

■ E.g. per il dado:

E[X] = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 3.51
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

Corrisponde alla "media" della variabile, e spesso è denotato con μ



VarianzaVarianza

Un secondo valore rilevante è la varianza di una V.A.

Var(X) =

⎧

⎩
⎨⎪⎪

(x − μ f (v)∑
x∈D

)2

  (x − μ f (x)dx∫D
)2

se D è discreto

se D è continuo

■ Dove  è il valore atteso μ E[X]
La varianza coincide con lo "scarto quadratico medio", i.e.:

Var(X) = E[(x − μ ])2

■ Misura quanto la distribuzione sia diffusa intorno alla media
■ Le distanze maggiori hanno un peso prevalente (scarto quadratico)



VarianzaVarianza

Qualche esempio, per una variabile aleatoria continua:



Deviazione StandardDeviazione Standard

La varianza è una buona misura di diffusione, ma ha un difetto

■ Poiché considera gli scarti quadratici...
■ ...non ha una scala comparabile a quella di X

Per ovviare a questo difetto, spesso si utilizza la deviazione standard

La deviazione standard è la radice quadrata della varianza

σ = Var(X)‾ ‾‾‾‾‾‾√
■ Ha lo stesso significato della varianza...
■ ...Ma valori comparabili con quelli di X



Distribuzione UniformeDistribuzione Uniforme

■ Alcune distribuzioni di probabilità capitano di frequente
■ Di seguito ne vediamo alcuni esempi (per variabili continue)

Nella distribuzione uniforme

■ Il dominio  è dato da un intervallo 
■ I valori del dominio sono equiprobabili
■ La funzione di densità di probabilità è data da:

D [a, b]

f (x) =
⎧
⎩
⎨⎪⎪

1
b − a
0

se x ∈ [a, b]
altrimenti



Distribuzione UniformeDistribuzione Uniforme

Una distribuzione uniforme su un grafico cartesiano:



Distribuzione NormaleDistribuzione Normale

Nella distribuzione normale (detta anche Gaussiana):

■ Il dominio  è dato dal'intero insieme 
■ La funzione di densità di probabilità è data da:

D ℝ

f (x) = 1
2 πσ2‾ ‾‾‾‾√

e
(x−μ)2

2σ 2

■ Dove  è il valore atteso e  la deviazione standardμ σ

La densità cala allontanandosi dalla media

È tipica di valori fisici che dipendono da fattori additivi

■ E.g. errori di misura, tempo di vita di un componente/impianto



Distribuzione NormaleDistribuzione Normale

Una distribuzione normale (si noti la caratteristica forma a campana):



Distribuzione EsponenzialeDistribuzione Esponenziale

Nella distribuzione esponenziale

■ Il dominio  è dato dall'intervallo aperto 
■ La funzione di densità di probabilità è data da (con ):

D [0, ∞[
λ > 0

f (x) = λe−λx

La densità cala al crescere dal valore

Modella il tempo tra eventi indipendenti

Purché gli eventi avvengano con un ritmo medio costante

■ E.g. tempo per servire un cliente all'ufficio postale
■ E.g. tempo tra due guasti di un impianto



Distribuzione EsponenzialeDistribuzione Esponenziale

Una distribuzione esponenziale (il valore atteso  è sempre )μ 1/λ
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Statistica Descrittiva ed Analisi di Dati



CampionamentoCampionamento

In teoria della probabilità, si assume che le distribuzioni siano note

In pratica, quasi sempre le probabilità sono sconosciute a priori

Possiamo però ottenere dati mediante campionamento:

■ Ripetiamo un esperimento molte volte, ottenendo un campione
■ Quindi si tratta di dedurre qualcosa a partire dal campione

Si chiama statistica la scienza che cerca di inferire qualcosa
su una distribuzione mediante campionamento

In statistica, la distribuzione di riferimento si chiama anche popolazione



Statistica DescrittivaStatistica Descrittiva

■ La statistica è una scienza complessa
■ Noi vedremo solo alcuni accenni di statistica descrittiva
■ È utile per descrivere dati sperimentali

In particolare, vedremo alcuni metodi (numerici e grafici) per:

■ Descrivere sinteticamente un campione
■ Approssimare una distribuzione di probabilità
■ Identificare correlazioni

Una prima idea:

■ Possiamo "fare finta" che il campione coincida con la popolazione
■ Quindi calcoliamo le grandezze notevoli viste per le variabili aleatorie



Media CampionariaMedia Campionaria

Se vogliamo studiare la distribuzione di una variabile aleatoria X

■ Un'operazione semplice che possiamo effettuare è campionare...
■ ...e calcolare poi la media campionaria

La media campionaria è una approssimazione del valore atteso

Formalmente è data da:

=x⎯⎯⎯ 1
n ∑

i=1

n
xi

■  è la dimensione del campione
■ Gli  sono i valori campionati
■ È la media come (probabilmente) l'avete conosciuta finora

n
xi



Media CampionariaMedia Campionaria

E.g. lanciamo un dado  volte, ottenendo il campione:8
1, 1, 4, 3, 5, 4, 6, 2

■ Otteniamo che 
■ Il vero valore atteso  è 

= 3.25x⎯⎯⎯

E[X] 3.5
La discrepanza non è un grosso problema, perché...

...La media campionaria ha una proprietà importante:

■ Al crescere della dimensione del campione...
■ ...Diventa estremamente improbabile che  e  siano diversix⎯⎯⎯ E[X]
Questo risultato è noto come "legge dei grandi numeri"



Varianza CampionariaVarianza Campionaria

In modo simile possiamo calcolare la varianza campionaria

= ( −s2 1
n − 1 ∑

i=1

n
xi x⎯⎯⎯ )2

■ Dove  è la media campionaria
■ Utilizzando  invece di  come divisore...
■ ...Si ottiene che  converga a  al crescere di 

x⎯⎯⎯

n − 1 n
s2 σ2 n

La dev. standard campionaria è la radice quadrata della
varianza:

s = s2‾‾√

■ Attenzione:  converge a , ma con un piccolo errores σ



MedianaMediana

Un ultimo valore rilevante è la mediana

■ La mediana  è un valore tale che...
■ ...Per la metà dei valori nel campione vale 

m
≤ mxi

È facile calcola la mediana su un campione riordinato, e.g.:

1, 1, 2, 3, 4, 4, 5
■ La mediana è l'elemento al centro! Cioè  nel nostro caso3
Se il campione contiene un numero pari di valori:

1, 1, 2, 3, 4, 4, 5, 6
■ Allora la mediana è la media dei due valori centrali, i.e. 3.5



In MatlabIn Matlab

Potete calcolare la media campionaria con:

function S = mean(X)

Potete calcolare la varianza campionaria con:

function S = var(X)

Potete calcolare la deviazione standard campionaria con:

function S = std(X)

Potete calcolare la mediana con:

function S = median(X)



IstogrammiIstogrammi

Possiamo approssimare una distribuzione con un istogramma

Un istogramma è un grafico che si ottiene nel modo seguente:

■ Dato un campione con valori 
■ Si divide il dominio  in intervalli uguali
■ Si conta quanti valori  cadono in ciascun intervallo
■ Per ogni intervallo, sia  il valore del conteggio
■ Si disegnano su un grafico a barre i valori di 

xi
D

xi
cj

cj



IstogrammiIstogrammi

Un esempio (l'altezza di un neonato, campione di 200 valori)



IstogrammiIstogrammi

Possiamo approssimare una distribuzione con un istogramma

Un istogramma è un grafico che si ottiene nel modo seguente:

■ Dato un campione con valori 
■ Si divide il dominio  in intervalli uguali
■ Si conta quanti valori  cadono in ciascun intervallo
■ Per ogni intervallo, sia  il valore del conteggio
■ Si disegnano su un grafico a barre i valori di 

xi
D

xi
cj

cj

In Matlab potete usare:

histogram(X)    % X = vettore con il campione
histogram(X, M) % M = numero di intervalli



Grafici di DispersioneGrafici di Dispersione

Quando si analizzano dati, è utile poter identificare correlazioni

■ I.e. vogliamo capire se due variabili aleatorie  e  sono dipendenti
■ I.e. se sono definite in base ad eventi dipendenti

X Y

Possiamo provare a farlo per via visiva:

■ Supponiamo di avere un campione con coppie di valori ...
■ ..E di disegnare i punti sul grafico, senza linee di congiunzione

( , )xi yi

Allora avremo che:

■ ...Se non ci sono correlazioni, i punti formeranno un nuvola...
■ ...Altrimenti, si disporranno secondo una forma specifica

Questo grafico si chiama grafico di dispersione (o scatter plot)



Grafici di DispersioneGrafici di Dispersione

E.g. supponiamo di avere un campione con peso ed altezza di neonati

■ In questo caso, sembra esserci una dipendenza lineare



Grafici di DispersioneGrafici di Dispersione

In Matlab, potete costruire un grafico di dispersione con:

scatter(X, Y, ...)

■ X è un vettore con i valori 
■ Y è un vettore con i valori 

xi
yi

La funzione disegna un "marcatore" per ognuno dei punti

■ Si può personalizzare accuratamente l'estetica del grafico...
■ ...Lo stesso vale per tutte le funzioni di disegno

Non abbiamo ancora visto come farlo: ci torneremo più avanti

■ Ma se avete fretta, cercate su Google ed usate doc!
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Funzioni StocasticheFunzioni Stocastiche

Una variabile aleatoria può comparire in una formula

Per esempio:

f (X) = max (0, 2 − 1)e−X

■ Il valore di  dipende da quello di  (variabile aleatoria)
■ ...e quindi dal risultato di un esperimento!

f (X) X

In questo caso,  è detta funzione stocastica:f (X)
■ È assimilabile ad una variabile aleatoria
■ Può essere valutata, eseguendo l'esperimento
■ Ha una sua distribuzione di probabilità



Valutazione di Funzioni StocasticheValutazione di Funzioni Stocastiche

A cose ci servono le funzioni stocastiche?

Per modellare sistemi soggetti ad incertezza:

■ E.g. Coda di job in un centro di supercalcolo
■ E.g. Moto di una particella
■ E.g. Traffico in una città

Una osservazione importante:

■ Quando usiamo un funzione stocastica in un modello...
■ ...Di solito la distribuzione di  è nota (o perlomeno stimabile)X

Vuol dire che possiamo valutare  per campionamentof (X)



Valutazione di Funzioni StocasticheValutazione di Funzioni Stocastiche

Per capire, torniamo al nostro esempio:
f (X) = max (0, 2 − 1)e−X

■ Supponiamo che  sia distribuita uniformemente in 
■ Possiamo generare un valore  per  secondo la distribuzione
■ Quindi calcoliamo  normalmente

X [0, 1]
xi X

f ( )xi

Ripetendo il processo, otteniamo un campione per f (X)
Possiamo poi applicare i metodi di analisi visti finora:

■ E.g. studiare la distribuzione con un istogramma
■ E.g. calcolare la media campionaria



Valutazione di Funzioni StocasticheValutazione di Funzioni Stocastiche

Ecco un istrogramma per la nostra  (campione di 200 valori)X



Valutazione di Funzioni StocasticheValutazione di Funzioni Stocastiche

Ecco l'istrogramma corrispondente per f (X)



Valori Casuali al CalcolatoreValori Casuali al Calcolatore

Il punto cruciale è poter generare valori casuali al calcolatore

Abbiamo visto come farlo con:

rand(M, N)
randi(IMAX, M, N)

Ora possiamo dire che:

■ rand genera numeri casuali distribuiti uniformemente in 
■ rand genera interi casuali uniformemente in 1..IMAX
■ M e N sono le dimensioni della matrice da generare

]0, 1[

Matlab ci permette però di usare altre distribuzioni!



Valori Casuali al CalcolatoreValori Casuali al Calcolatore

Per le tre che abbiamo visto, si usano:

function R = unifrnd(A, B, M, N) % Dist. uniforme
function R = normrnd(MU, SIGMA, M, N) % Dist. normale
function R = exprnd(MU, M, N) % Dist. esponenziale

■ M/N sono il numero di righe/colonne
■ A e B sono  e 
■ In normrnd, MU è , mentre SIGMA è 
■ In exprnd, MU è il valore atteso (e quindi )

a b
μ σ

1/λ
Il codice per valutare il nostro esempio è:

X = unirnd(0, 1, 1, 200) % Ottengo il campione
histogram(f(X))          % Istogramma per f(X)



Numeri Casuali o Pseudo-CasualiNumeri Casuali o Pseudo-Casuali

■ L'hardware di un computer è completamente deterministico
■ Come fa il calcolatore allora a generare numeri casuali?

Non li genera! Genera invece dei numeri pseudo-casuali

Senza entrare nei dettagli, si usa una successione matematica per:

■ Generare numeri che sembrano casuali
■ A partire da un valore di partenza (tipicamente: la data corrente!)



Elementi di Informatica eElementi di Informatica e
Applicazioni Numeriche TApplicazioni Numeriche T
Sistemi Dinamici Tempo-Discreti



Sistemi DinamiciSistemi Dinamici

Cambiamo ora argomento e parliamo di sistemi dinamici:

Si dice sistema dinamico un sistema
con uno stato che evolve nel tempo

■ Se definiamo un modello matematico per un sistema del genere...
■ ...Allora possiamo simularlo al calcolatore

Per definire un modello dobbiamo risolvere due problemi:

■ Modellare lo stato
■ Modellare l'evoluzione dello stato



Modellare lo StatoModellare lo Stato

Per modellare lo stato possiamo usare un vettore:

■ I valori del vettore descrivono la situazione corrente
■ L'intero vettore è considerato una singola variabile di stato x

Esempio 1: pescosità dell'Adriatico

■ Stato x = numero di pesci in mare
Esempio 2: volpi e conigli in Inghilterra

■ Stato x = (n. conigli, n. volpi)
Esempio 3: moto di un palla da biliardo

■ Stato x = (posizione x, posizione y, velocità x, velocità y)



Evoluzione dello StatoEvoluzione dello Stato

Per l'evoluzione dello stato, distinguiamo tra:

Sistemi tempo-continui:

■ Evolvono per passi temporali infinitesimi
■ Si modellano mediante equazioni differenziali
■ Li vedremo molto più avanti nel corso

Sistemi tempo-discreti:

■ Evolvono per passi temporali finiti
■ Si modellano mediante funzioni di transizione
■ Li consideriamo adesso



Funzione di TransizioneFunzione di Transizione

Si dice funzione di transizione una funzione:

f : D ↦ D

Dove:

■  è il dominio della variabile di stato 
■  si chiama anche spazio degli stati

D x
D

La funzione produce il prossimo stato, dato lo stato corrente:

= f ( )x(t+1) x(t)

■ L'apice  si riferisce al passo corrente
■ L'apice  si riferisce al prossimo passo

(t)
(t + 1)



Modello di RickerModello di Ricker

Come esempio, vediamo il modello di Ricker

■ È nato per predire la popolazione di pesci in un tratto di mare
■ È definito dall'iterazione:

=N (t+1) N (t)er(1− )N (t)
k

In altre parole, abbiamo che:

■ Lo stato è , che rappresenta la dimensione della popolazione
■ La funzione di transizione è:

N

f (N) = Ner(1− )N
k



Modello di RickerModello di Ricker

Nella funzione di transizione:

f (N) = Ner(1− )N
k

■  rappresenta il tasso di crescita della popolazione
■  è la massima popolazione sostenibile con le risorse disponibili

r
k

Il modello di Ricker può essere usato diversi contesti

E.g. reattore biochimico:

■  tasso di crescita dei microorganismi
■  popolazione sostenibile con i nutrienti introdotti

r =
k =

Nota: il modello è un po' datato (ce ne sono di migliori)



Simulazione di Sistemi DinamiciSimulazione di Sistemi Dinamici

Una volta che il sistema è modellato, possiamo simularlo

■ Definiamo lo stato iniziale 
■ Definiamo il numero di passi di simulazione 

x0
n

Quindi dobbiamo solo applicare ripetutamente f (x)
 (  sta per "  corrente")

for 

end

=xc x0 xc x
t = 1..n

=x(t) xc
= f ( )xc xc

Possiamo poi analizzare l'andamento dello stato nel tempo



Esempio: Modello di RickerEsempio: Modello di Ricker

Per esempio, possiamo usare un grafico cartesiano

■ E.g. modello di Ricker, , , r = 0.3= 4x0 k = 200



Possibili ComportamentiPossibili Comportamenti

Un sistema dinamico può assumere diversi comportamenti

Comportamento convergente:

■ Lo stato tende ad un valore finale stabile, detto stato stazionario

Comportamento divergente:

■ Uno o più componenti dello stato tendono a  (i.e. )±∞ ∥x∥ → ∞
Comportamento periodico:

■ Il sistema finisce per oscillare su un insieme di stati ben definito

Comportamento caotico:

■ Il sistema finisce per oscillare, senza seguire un periodo preciso



Possibili Comportamenti: EsempiPossibili Comportamenti: Esempi

Il modello di Ricker converge per r = 0.3



Possibili Comportamenti: EsempiPossibili Comportamenti: Esempi

Il modello di Ricker converge (dopo qualche oscillazione) per r = 1.9



Possibili Comportamenti: EsempiPossibili Comportamenti: Esempi

Il modello di Ricker è periodico per r = 2.3



Possibili Comportamenti: EsempiPossibili Comportamenti: Esempi

Il modello di Ricker è caotico per r = 3.0



Equilibri Stabili ed InstabiliEquilibri Stabili ed Instabili

Un sistema si dice all'equilibrio se il suo stato non cambia

E.g. con , il modello di Ricker ha due punti di equilibrio:r = 0.3

=N (t+1) N (t)er(1− )N (t)
k

■ Il primo è  (si annulla l'esponente, il nuovo stato è )
■ Il secondo è  (si annulla il coefficiente, il nuovo stato è )

N = k N
N = 0 0

Se modifichiamo  di un valore molto piccolo:N

■ Se , il sistema torna rapidamente ad avere 
■ Se , il sistema si muove verso 

N = k N = k
N = 0 N = k

Il primo equilibrio si dice stabile, il secondo instabile



Elementi di Informatica eElementi di Informatica e
Applicazioni Numeriche TApplicazioni Numeriche T

Sistemi Dinamici Stocastici
(Tempo-Discreti)



Sistemi Dinamici StocasticiSistemi Dinamici Stocastici

Un sistema dinamico può essere soggetto ad incertezza

Come esempio, supponiamo di avere una rete di pagine web:

■ I cerchi sono le pagine
■ Le frecce rappresentano link
■ Nell'esempio abbiamo solo tre pagine (per semplicità)



Sistemi Dinamici StocasticiSistemi Dinamici Stocastici

Definiamo un modello per il comportamento di un utente

Il nostro utente si comporta così:

■ Parte da una pagina scelta uniformemente a caso
■ Ad ogni passo clicca su un link uniformemente a caso
■ Ad ogni passo, c'è una piccola chance che l'utente si stanchi
■ Se si stanca, riparte da un pagina scelta uniformemente a caso
■ Se non ci sono link in uscita, l'utente resta fermo



Simulazione di Sistemi Dinamici StocasticiSimulazione di Sistemi Dinamici Stocastici

Si tratta di un sistema dinamico stocastico

■ Perché ci sono delle scelte non deterministiche
■ La funzione di transizione  è stocastica!f (x)
Questo tipo di sistema si chiama anche catena di Markov

Possiamo simulare un sistema stocastico nel solito modo

Con l'accortezza che  dipende da variabili aleatorie:f (x)
■ Per valutare  dovremo generare dei numeri pseudo-casuali
■ Quindi le distribuzioni delle variabili aleatorie devono essere note

f (x)

In sostanza, valutiamo  per campionamentof (x)



Un Modello per l'Esempio del WebUn Modello per l'Esempio del Web

Nel nostro caso, come modelliamo la rete?

Possiamo usare una matrice , con  se c'è un link da  a L = 1Lij i j

L =
⎛

⎝
⎜
⎜

0
0
1

1
0
1

1
1
0

⎞

⎠
⎟
⎟

Come modelliamo lo stato?

■ Per esempio, possiamo usare una singola variabile 
■ Se , vuol dire che l'utente è sulla pagina 

x ∈ {1, 2, 3}
x = i i



Un Modello per l'Esempio del WebUn Modello per l'Esempio del Web

Come modelliamo l'effetto dell'incertezza?

Una variabile aleatoria  per modellare la stanchezza:Z

■  è distribuita uniformemente in 
■ Se  (con  noto), allora l'utente si stanca

Z [0, 1]
Z ≤ θ θ

Una variabile aleatoria  per modellare il salto ad un pagina casualeW

■  è distribuita unif. in  (  numero di pagine)
■ Se , allora l'utente salta alla pagina 

W {1 … n} n =
W = j j

Una variabile aleatoria  per ogni pagina:Yi

■ Ogni  è distribuita unif. in  (  numero di link uscenti)
■ Se , allora l'utente clicca sul -mo link

Yi {1, … }ni =ni
= jYi j



Un Modello per l'Esempio del WebUn Modello per l'Esempio del Web

Possiamo definire la funzione di transizione via pseudo-codice:

if 
 (prossima pagina)

else
if 

 (resto fermo)
else

 (indice del link)
 indice del -mo  in 

end
end

Z ≤ θ
= Wx(t+1)

= 0ni
=x(t+1) x(t)

j = Yx (t)

=x(t+1) j 1 Li



Implementare un SimulatoreImplementare un Simulatore

Per realizzare un simulatore, dobbiamo implementare f

if 
 (prossima pagina)

else
if 

 (resto fermo)
else

 (indice del link)
 indice del -mo  in 

end
end

Z ≤ θ
= Wx(t+1)

= 0ni
=x(t+1) x(t)

j = Yx (t)

=x(t+1) j 1 Li



Implementare un SimulatoreImplementare un Simulatore

Per realizzare un simulatore, dobbiamo implementare f

if unifrnd(0, 1, 1) <= theta
 (prossima pagina)

else
if 

 (resto fermo)
else

 (indice del link)
 indice del -mo  in 

end
end

= Wx(t+1)

= 0ni
=x(t+1) x(t)

j = Yx (t)

=x(t+1) j 1 Li



Implementare un SimulatoreImplementare un Simulatore

Per realizzare un simulatore, dobbiamo implementare f

if unifrnd(0, 1, 1) <= theta
xf = randi(n, 1) (n = numero di pagine)

else
if 

 (resto fermo)
else

 (indice del link)
 indice del -mo  in 

end
end

= 0ni
=x(t+1) x(t)

j = Yx (t)

=x(t+1) j 1 Li



Implementare un SimulatoreImplementare un Simulatore

Per realizzare un simulatore, dobbiamo implementare f

if unifrnd(0, 1, 1) <= theta
xf = randi(n, 1) (n = numero di pagine)

else
Li = find(L(xc, :)) (indici degli )
if length(Li) == 0

xf = xc (resto fermo)
else

 (indice del link)
 indice del -mo  in 

end
end

1

j = Yx (t)

=x(t+1) j 1 Li



Implementare un SimulatoreImplementare un Simulatore

Per realizzare un simulatore, dobbiamo implementare f

if unifrnd(0, 1, 1) <= theta
xf = randi(n, 1) (n = numero di pagine)

else
Li = find(L(xc), :) (indici degli )
if length(Li) == 0

xf = xc (resto fermo)
else

jj = randi(length(Li), 1) (indice del link)
xf = Li(jj)

end
end

1



Implementare un SimulatoreImplementare un Simulatore

Per realizzare un simulatore, dobbiamo implementare f

function xf = f(xc, L, theta)
    [m, n]  = size(L); % m ed n sono uguali
    if unifrnd(0, 1, 1) <= theta
        xf = randi(n, 1) % Salto ad una pagina casuale
    else
        Li = find(L(xc, :));
        if length(Li) == 0
            xf = xc; % Resto fermo
        else
            jj = randi(length(Li), 1);
            x = Li(jj);  % Clicco su un link a caso
        end
    end
end



Comportamento del Sistema di EsempioComportamento del Sistema di Esempio

Vediamo una possibile evoluzione dello stato nel tempo (100 passi):



Comportamento del Sistema di EsempioComportamento del Sistema di Esempio

Questo è l'istogramma dei valori dello stato (su tutti i 100 passi):



Elementi di Informatica eElementi di Informatica e
Applicazioni Numeriche TApplicazioni Numeriche T

Sistemi Dinamici Stocastici:
Modelli Probabilistici



Campionamento e Sistemi DinamiciCampionamento e Sistemi Dinamici

Modellare un sistema dinamico nel modo visto:

È relativamente facile

■ La funzione  è una descrizione quasi letterale del processo
■ Il punto cruciale è individuare le variabili aleatorie giuste
■ I simulatori sono tutti molti simili (cambia solo )

f

f

Rende un po' più complessa l'analisi del comportamento:

■ La ragione è che stiamo campionando...
■ ...Quindi per ottenere risultati bisognerebbe fare molti esperimenti

Esiste un modo per ottenere un modello senza campionare?



Modelli ProbabilisticiModelli Probabilistici

In alcuni casi, è possibile derivare un modello probabilistico

In questo caso, lo stato è un vettore di probabilità

■ E.g. Nel nostro esempio un vettore , tale che valore di ...
■ ...Rappresenta la probabilità che l'utente sia sulla pagina -ma

x xi
i

La funzione di transizione :f

■ Calcola il prossimo stato a partire da quello presente...
■ ...Quindi calcola le prossime probabilità, a partire da quelle correnti

Per definire  si sfrutta la teoria della probabilitàf



Modelli Probabilistici: EsempioModelli Probabilistici: Esempio

Nel nostro esempio, per quanto riguarda  sappiamo che:f

La probabilità di essere su  al prossimo passo è data da:i

■ La probabilità di:
■ Stancarsi...
■ ...Ed arrivare sulla pagina  a caso

■ Più probabilità di:
■ Essere su un'altra pagina ...
■ ...Non stancarsi...
■ ...E cliccare un link

i

j



Modelli Probabilistici: EsempioModelli Probabilistici: Esempio

Nel nostro esempio, per quanto riguarda  sappiamo che:f

In formula, abbiamo che:

P( ) = P(S ∩ R) + P(¬S ∩ ∩ )Ui ∑
j : =1Li,j

Uj Yij

■  è l'evento "l'utente è sulla pagina "
■  è l'evento "l'utente è stanco"
■  è l'evento "la pagina  è stata scelta a caso"
■  è "l'utente clicca sul link a  nella pagina "

Ui i
S
R i
Yij i j



Modelli Probabilistici: EsempioModelli Probabilistici: Esempio

Nel nostro esempio, per quanto riguarda  sappiamo che:f

In formula, abbiamo che:

P( ) = P(S ∩ R) + P(¬S ∩ ∩ )Ui ∑
j : =1Li,j

Uj Yji

L'evento  è indipendente dagli altri, quindi deriviamo:S

P( ) = P(S)P(R) + P(¬S)P( ∩ )Ui ∑
j : =1Li,j

Uj Yij

P( ) = P(S)P(R) + P(¬S)P(  | )P( )Ui ∑
j : =1Li,j

Yij Uj Uj



Modelli Probabilistici: EsempioModelli Probabilistici: Esempio

A questo punto, tutte le probabilità che servono sono note:

P( ) = P(S)P(R) + P(¬S)P(  | )P( )Ui ∑
j : =1Li,j

Yij Uj Uj

■  è l'elemento  dello stato
■  è 
■  è , con  numero di pagine
■  è  (la somma deve essere 1!)
■  è 
■ Dove  è il numero di link sulla pagina ...
■ ...Perché l'utente clicca su un link a caso!

P( )Ui xi
P(S) θ
P(R) 1/n n =
P(¬S) (1 − θ)
P(  | )Yij Uj 1/nj

nj j



Modelli Probabilistici: EsempioModelli Probabilistici: Esempio

Sostituendo otteniamo:

= θ + (1 − θ)x(k+1)
i

1
n ∑

j : =1Li,j

1
nj

x(k)
j

Semplificando un po':

= θ + (1 − θ)x(k+1)
i

1
n ∑

j : =1Li,j

1
nj

x(k)
j

Applicando la formula ad ogni , otteniamo la nostra funzione xi f

■ Notate che in questo caso  è una funzione vettoriale!f



Modelli Probabilistici: EsempioModelli Probabilistici: Esempio

Una possibile implementazione è:

function xf = f(xc, L, theta)
    n = length(L); % Numero di pagine
    for ii = 1:n % Genero tutti gli elementi di xf
        xf(ii) = theta / n; % Stanco + scelta a caso
        Lin = find(L(:, ii)); % Indici in ingresso
        for jj = Lin' % Trasposto, per avere una riga
            Lout = find(L(jj, :)); % Indici in uscita
            nj = length(Lout); % Numero link in uscita
            xf(ii) = xf(ii) + (1-theta)*1/nj*xc(jj);
        end
    end
end



Modelli Probabilistici: EsempioModelli Probabilistici: Esempio

Per simulare poi possiamo usare:

function pagerank_sim2()
    L = [0, 1, 1; 
         0, 0, 1; 
         1, 1, 0];
    n = length(L);
    xc = 1./n .* ones(1, n); % Prima pagina a caso
    for t = 1:10 % 10 Passi e basta!
        xc = f(xc, L, 0.1);
    end
end

■ All'inizio, tutte la pagine sono equiprobabili
■ Quindi lo stato iniziale è (1/3, 1/3, 1/3)



Modelli Probabilistici: EsempioModelli Probabilistici: Esempio

La simulazione converge, e lo stato dopo 10 passi è:



Modelli Probabilistici: CommentiModelli Probabilistici: Commenti

Lo stato finale (i.e. un vettore di probabilità):

■ È molto simile all'istogramma del modello con campionamento...
■ ...Anzi, è più accurato!
■ Un istogramma approssima una distribuzione di probabilità,
ricordate?

Il risultato è stato ottenuto in soli 10 passi:

■ Un modello probabilistico può essere più efficiente...
■ ...Perché calcola direttamente una distribuzione

Ottenere un modello probabilistico:

■ È più scomodo: richiede di lavorare sulle formule
■ Non è sempre possibile (se il processo è troppo complicato)



Per ConcluderePer Concludere

La distribuzione che abbiamo ottenuto:

■ Rappresenta la probabilità di visita delle pagine
■ Si potrebbe usare per capire quali pagine sono più importanti

È esattamente quello per cui il modello di esempio è nato!

Sapete chi l'ha inventato?


