Elementi di Informatica e
Applicazioni Numeriche T

Determinazione di Stati di Equilibrio



Sistemi Tempo-Discreti Lineari

Consideriamo un sistema dinamico tempo-discreto lineare

La sua funzione di transizione f e una trasformazione lineare:
D = Ax® 4

Per guesto tipo di sistemi, abbiamo imparato a:

= Osservare |'andamento dello stato del tempo

= |[dentificare Il tipo di comportamento (convergente, periodico...)
= Per | sistemi convergenti, indivduare uno stato di equilibrio. ..

= Simulando sufficientemente a lungo e misurando |o stato finale

Gli stati di equilibrio, pero, si possono determinare a priori!




Determinazione degli Stati di Equilibrio

Uno stato e di equilibrio se viene "trasformato in se stesso"
Formalmente, uno stato di equilibrio x deve soddisfare:
xX=Ax+b
= Mancano gli apici, perche o stato a sx e dx e lo stesso
Con gualche semplice passaggio algebrico si ottiene:
I —-A)x=0b>b

m S tratta di un sistema di equazioni lineart!
m Risolvendolo, determiniamo in modo esatto o stato di equilibrio
= . Owiamente "In modo esatto” nel limiti della precisione di calcolo




Un Esempio

Per I'esempio del riscaldamento di qualche lezione fa...

La matrice dei coefficienti ed il termine noto erano dati da;
1

(10 4+ -5 0 (0 )
0 ] 0 +& -

A= O O 0 0 O b= Wea
Riw —lew 0 0 0 0
0 ! 0 0 0 = Lo
\ Ry )

Risolvendo (I — A)x = b , otteniamo lo stato di equilibrio:

Xeq = (39, 35, 10, 10, 10)




Proprieta di A e Stati di Equilibrio

La matrice A € sempre quadrata
Sel — A € non singolare, ¢'e una sola soluzione per:
I—-A)x=0>b

m Equivale a dire che ¢'e un solo stato di equilibrio
= Aftenzione: non e garantito che si tratti di un equilibrio stabile
= | 3 S| puo calcolare con la riduzione di Gauss o la fattorizzazione LU

INn Matlab, potete usare la divisione sinistra
xeq = ( (n) - A) \' b

= | g funzione eye(n) costruisce una matrice identita n X n



Proprieta di A e Stati di Equilibrio

Puo capitare che I — A sia singolare
Per esempio, per le previsioni del tempo avevamo:
A 09 0.5 b 0
0.1 0.5 0

= [N Matlab, si puo calcolare il determinante con det
= Per questa matrice, abbiamo:

det ( (2) — A) % denota -1.1102e-17

m || vero determinante e O! |l risultato e dovuto ad errori numerici
= Ajfini pratici, se il determinante e cosi basso e come se fosse O




Proprieta di A e Stati di Equilibrio .

SeI — A e singolare, ci sono infinti stati di equilibrio

Per esempio, supponiamo di avere due vasi comunicant

= Alla fine, i due livelli si stabilizzano sempre...
= .Ma ci sono infiniti possibili stati finali!
= Dipende tutto dalla guantita inziale di acqua nel sistema

Formalmente: lo stato raggiunto dipende dallo stato iniziale



Proprieta di A e Stati di Equilibrio

Di solito, quando I — A e singolare:

m | O stato iniziale contiene implicitamente una informazione importante
E.g. la quantita d'acqua disponibile

= Aggiungendola al sistema di equazioni, si riesce a determinare o

stato

Per esempio, per le previsioni del tempo abbiamo:

(I—A)x=b—><0'1 O.5>x=<0>
0.9 0.5 0

= \a sappiamo anche che la somma delle probabilita deve essere 1!
(1 1)x=1




Proprieta di A e Stati di Equilibrio .

Complessivamente, otteniamo il sistema:

(0.1 0.5 (0)
} I —-—Ax=05b
09 05|x=]0
! 1 ) .y }somma delle prob.

La matrice dei coefficienti non € piu quadrata:

= | 3 sl puo rendere guadrata mediante manipolazioni algebriche...
= . .Oppure la si puo risolvere mediante fattorizzazione QR

| a fattorizzazione QR € un altro metodo per risolvere sistemi lineari

= Non o avete visto a lezione, ma in Matlab e gia codificato...
= .. Quindi & facile da utilizzare in pratica!



Proprieta di A e Stati di Equilibrio

In particolare, la funzione 1insolve risolve un sistema lineare:

function X = linsolve

= Se A e guadrata, viene utilizzata la fattorizzazione LU
= Se A Non e quadrata, usa la fattorizzazione QR

Per 'esempio delle previsioni del tempo:

A2 = [eye(2) - A;

3

I-A)

(
’ ] % L

a nuova riga, concatenata
b = [ ]

xeq

linsolve (A2, b)
m [[risultato € xeq = [0.833, 0.167] (prob. bello e cattivo tempo)



Qualche Commento

L'approccio e valido anche per sistemi dinamici non lineari
Uno stato, per essere di equilibrio, deve soddistare:
x = f(x)

= | e, x deve soddisfare un sistema di equazioni non lineari
= Ce ne occuperemo piu avanti nel corso

Quando risolvere un sistema di equazioni invece di simulare?
Qualche linea guida:

m Se non ¢l interessa la stabilita (basta uno stato di equilibrio)
® Se Non ¢l interessa il comportamento nel tempo
= Se dobbiamo calcolare lo stato di equilibrio con alta precisione



Elementi di Informatica e
Applicazioni Numeriche T

Interpolazione Esatta



Retta Passante per Due Punti

Supponiamo di voler trovare una retta che passi per due punti:

A
Y

Y2 fromemmmmmmmsn s @)

Yy |- &

\

= Sulle ascisse abbiamo t, sulle ordinate y
= | due punti hanno coordinate (¢1, y1) € (2, y2)

Come possiamo procedere?



Retta Passante per Due Punti

Una retta (in ¢ e y) ha una equazione del tipo
y=at+b

= | parametri a € b sono le nostre incognite!
m | | chiameremo rispettivamente x; e xg

Quindi I'equazione della retta puo essere riscritta come:
y=Xx11+ Xg
La retta deve passare per | due punti, quindi deve valere:

X1 I +X0 =Y
X1 +X0 =¥




Retta Passante per Due Punti .

In questo modo abbiamo ottenuto un sistema lineare:
X1l +X0 =)

X1 +X0 =¥

Possiamo esprimerlo in forma matriciale:

() ()=

= POssiamo risolverlo con la div. sinistra © con 1insolve
m Risolvendo otteniamo i valori dix; e xp ...
= . .E quindi 'equazione della retta



Retta Passante per Due Punti

Un possibile codice (vedi es 1ine.m nello start-kit):

A = [tl, 1;

t2, 11;
b = [yl; y21;
x =A\Db % Trovo i coefficienti di un polinomio

% Disegno la retta

t = (tl, t2);
plot(t, polyval(t));

% Disegno 1 punti originari
hold on

scatter([tl, t2], [y1l, v2]);
hold off



Retta Passante per Due Punti

| grafico che disegniamo sara qualcosa di questo genere:
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Parabola Interpolante

E se volessimo interpolare tre punti?

= Una retta non basta piu!l Ci vuole una parabola.,
= P0oi devono valere le seguenti equazion!:

x22‘12 + X1 1 + X0 =V

XQtzz + X1 + X9 = Y2

X2t32 + X1 I3 + X9 = V3
Quindi, in forma matriciale, dobbiamo risolvere:
(7 0 1Y (x) (y)
2 o 1lx|=]|»
\l“32 13 1) \ X0 / \ V3 )




Polinomio Interpolante

L'approccio si puo generalizzare a qualunque grado

m Datin+ 1 punti con coordinate (¢1, y1) ... (t441> Y1)
= . Perinterpolarli occorre un polinomio di grado n

| polinomio avra n + 1 coefficienti, che si ottengono risolvendo:

(tft t 1\(xn\ [y )

1 b 1) \x0 ) \ Vs
La mat. dei coefficienti e la matrice di Vandermonde;

= Ha una riga per ogni punto da interpolare...
m .. .Ed una colonna per ogni termine monomiale



Non Solo Polinomi .

La funzione interpolante puo non essere un polinomio
Basta che sia una combinazione lineare di funzioni base:

S, %) = X, pn(1) + ... + X101(1) + XoPo(?)

= Se le funzioni base sono dei monomi, i.e. ¢i(r) = t* ...
= Otteniamo un polinomio e ci riduciamo al caso precedente

Pero e funzioni base si possono scegliere liberamente! Alcuni esempi:

= Polinomi "incompleti’, e.g. x1° + xo
» Funzioni razionali, i.e. ¢y (t) = 1/¢*
» Funzioni esponenziali, i.e. ¢(t) = e™!



Non Solo Polinomi .

Con questo formalismo, il sistema lineare da risolvere sara:

[ pu(t)) o 1) dot1) Y(x.) ( y1

\ Dn(tut1) - D1ug1)  Po(tur1) )\ X0 /)  \Vn+1 )

E molto simile al precedente:

= Ogni riga si riferisce ad un punto (come prima)
= Ogni colonna si riferisce ad una funzione base

Risolvendolo, si ottengono | coefficienti della combinazione lineare:

J (@, %) = X, pn (1) + ... + X101(1) + XoPo(?)



Non Solo Polinomi

E.g. con due punti e le funzioni base t* e ¢, avremo:

frh x1\ _ (W
(e ) ()=()
= Risolvendo Il sistema otteniamo x = (x1, xp)
Una tipica soluzione del problema in Matlab:
= [tl;

t2]
= [yl; y2]
= [T."2, T] % Concatenamento di due colonne

% Vettore colonna
% Vettore colonna

X P K H

o

= A \ Y % determinazione dei parametri

= | g matrice A puo essere costruita per concatenamento




Un Po' di Osservazioni

Un po' di osservazioni:

La matrice dei coefficienti &€ quadrata (n + 1) X (n + 1):
= Quindi il sistema non e mai sovra-determinato

La matrice A e di solito non singolare:

= PUO essere singolare se ¢l sono punti ripetutl. ..
.. .O sele funzioni base non sono ben scelte

Se A € non singolare, poiche A e guadrata:

» Una funzione interpolante esiste sempre ed e unica
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Minimi Quadrati Lineari in Matlab



Pregi e Limiti dell'Interpolazione Esatta

L'interpolazione esatta puo essere utilissima! E.g. ci permette di:

= Progettare una curva con caratteristiche desiderate
E.9. progettazione di un pezzo meccanico

= Stimare il valore di una funzione a partire da pochi campion
E.g. tabelle con curve di efficienza di pompe idrauliche

Ci sono alcuni casi in cui non € I'approccio giusto

= [-.g. dali sperimental;
= £.g. molti punti da interpolare (tipicamente > 4 )

Vediamo un esempio...



Dall'Esercitazione LADI2 di Termodinamica

Per il composto acido formico

= \/ogliamo determinare come varia la pressione di saturazione P* ...
= Infunzione della temperatura T

Abbiamo a dispozione | seguenti dati sperimental:

Pressione, mmHg Punto di
1 5 10 20 40 60 100 200 400 760 | fusione,
Temperatura, °C °C

acido

) -20.0 -5.0 2.1 10.3 240 | 324 | 438 | 61.4 | 80.3 | 100.6 8.2
formico

= Proviamo ad ottenere la relazione mediante interpolazione esatta
= \/edremo che I risultati non sono buont!




Dall'Esercitazione LADI2 di Termodinamica

Una possibile impostazione del problema:

% Temperatura (°C) e Pressione (Torr)
T=((-20,-5,2.1,10.3,24,32.4,43.8,61.4,80.3,100.6];
Pp=1[1, 5, 10, 20, 40, 60, 100, 200, 400, 760];

Tf = 8.2; % Temperatura di fusione (°C)

% Trasformo le temperature in °K

T T + 273.15;

Tf = Tf + 273.15;

Considero 1 punti sopra la temperatura di fusione
P(T > Tf) % Uso T per selezione una parte di P
T(T > Tf) % Quindi rimpiazzo T

P
T

= Ora posso impostare la matrice per ottenere un polinomio

iNterpolante
= T contiene 7 elementi, la matrice sara7 X 7, Il polinomio di grado 6



Dall'Esercitazione LADI2 di Termodinamica

All'"esterno” dei punti noti, I'andamento non ha senso fisico

= || polinomio € di grado alto e puo variare in modo troppo brusco

Interpolazione esatta
T T

1200

1000

800 [

600 [

o

400 -

200 -

Ok

-200 1 | 1 | | 1
260 280 300 320 340 360 380 400




Metodo dei Minimi Quadrati

In questi casi, € meglio utilizzare il metodo dei minimi quadrati

m S stabilisce una funzione approssimante (anziche interpolante)
= |0 pratica, si scelgono m + 1 funzioni funzioni base e pol si usa:;

f(t, X) = xm¢m(t) + ...+ x1¢1(t) + X0¢0(t)

= Nell'interpolazione esatta, abbiamo: m = n
= [N questo caso, abblamo: m << n

Nel nostro esempio, sappiamo che vale I'equazione di Antoine:

lnP*:a—E — lnP*=a+b<—l>
T T

= Quindi le funzioni base potrebbero essere 1 e —1/T



Metodo dei Minimi Quadrati .

Quindi minimizziamo lo scarto quadratico tra f(z,x) ey
La soluzione e definita dalle cosiddette eguazioni normal:
ATAx=Aly

= y ¢ il vettore delle ordinate per i punti Noti
= x e |l vettore del coefficienti delle funzioni base
= A 6 una matrice

Per Il nostro esempio:

= x e |l vettore del parametri, da determinare
m || vettore y e dato dai valori di log P*



Metodo dei Minimi Quadrati

La matrice a e costruita come nel caso dell'interpolazione esatta

Quindi in generale e nella forma:
(pat1) o () o(ry)
A = . . . .

\ Dn(tpr1) o D1tar1)  Po(tusr) )
= Poiche le nostre funzioni base sono 1 e —1/T , abbiamo:
(1 =T, )
A=

1 =UTyy1 )



Metodo dei Minimi Quadrati .

In Matlab, costruire la matrice a é facile

Come nel caso dellinterpolazione, possiamo usare il concatenamento:

% Traspongo T, per avere una colonna
T = T'

% Costruisco la matrice

A= [T."0, /T]

= Notate gli operatori elemento per elemento la trasposizione

= T."0 denota una colonna di 1

= Scrivendo solo 1 avremmo ottenuto uno scalare, anziché una
colonna

s C'e sempre una colonna per ogni funzione base

m | ‘ordine delle colonnne si riflette nell'ordine del coefficient




Metodo dei Minimi Quadrati

Costruita A, dobbiamo risolvere le equazioni normali
A rigor di logica, dovremmo calcolare x = (ATA)~1ATy
x = (A'*A) \ (A'*y) % Usiamo la divisione sx

N pratica, possiamo scrivere semplicemente:

Xx =A\y
Infatti, in Matlab la divisione sx ha un comportamento un po' strano:

= Se A e quadrata, Matlab risolve il sistema lineare
m Se A ha piu righe che colonne, risolve le equazioni normali

S usa quindi la stessa sintassi dell'interpolazione esatta




Metodo dei Minimi Quadrati

Quindi, nel nostro caso abbiamo:
x = A \ (P') % P' per avere una colonna
m (1) ex(2) sonoicoefficentidi 1 e —-1/T, quindi:

a = x(1)
b = x(2)

A guesto punto di solito e comodo costruire una funzione anonima:
f = @(T) (a -b ./ T)

= POossiamo pol costruire un vettore di punti £ con 1inspace
m [ disegnare la funzione con plot(t, f(t))



Metodo dei Minimi Quadrati

Nel nostro esempio, otteniamo:

. Minimi quadrati, grandezze trasformate
T T T T

1600 [
1400 [
1200 [
1000 [
800 -
600 [
400

200 [

T | 1 | | |
260 280 300 320 340 360 380 400
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Interpolazione Lineare a Iratt



Un Caso Intermedio .

Puo capitare di avere molti punti (¢;, y;) , ma con valori affidabili
IN questa situazione:

= | 'interpolazione esatta (con polinomi) € da evitare
| punti sono Molti = 1l polinomio sara di grado alto

= | metodo del minimi quadrati funzione benissimo
Pero richiede di scegliere i numero ed il tipo di funzioni base!
A volte la scelta non e ovvia

Esiste una terza soluzione, intermedia:

= Possiamo approssimare | valorl mancanti...
= ..Semplicemente collegando con delle rette i punti noti



Interpolazione Lineare a Tratti

Questo metodo si chiama interpolazione lineare a tratti

800

700

600 -

500 -

Q. 400

300 [

200 -

100

0 Po— I I I I L
240 260 280 300 320 340 360 380
T

» £ quello che Matlab fa tutte le volte che usiamo plot!



Interpolazione Lineare a Tratti

Questo metodo si chiama interpolazione lineare a tratti

800

700

600 -

500 -

Q. 400

300 [

200

100

o

0 . L L L I L L
240 260 280 300 320 340 360 380

T

= Data una l.LL.T., possiamo richiedere la valutazione di un punto...



Interpolazione Lineare a Tratti

Questo metodo si chiama interpolazione lineare a tratti

800

700

600 -

500 -

Q. 400

300 [

200

100

o

0 . L L L I L L
240 260 280 300 320 340 360 380

T

= . Ed ottenere Il valore corrispondente



Funzione interpl

In Matlab possiamo usare una |.L.T mediante:

function Yq = interpl

m T el vettore con i valori noti delle ascisse
m Y el vettore con i valori noti delle ordinate
m Tg € Un vettore con i valori che vogliamo valutare

La funzione restituisce il vettore Yq delle valutazion

m Nota: i| valor in T devono essere in ording crescente

Si tratta di un metodo molto semplice, ma efficace:

= Pju sono I punti disponibili, migliore sara l'approssimazione
= | valor noti devono essere "affidabili™; occhio ai dati sperimental!
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Esercizio: Equilibrio per i Serbatoi in Cascata .

Considerate I'esercizio sui serbatoi in cascata della volta
scorsa:

=1 1

3

I I [

= Conosciamo 1l livello di ogni serbatoio (e quindi la pressione)

= || primo serbatoio e riempito con un flusso di portata costante

= || secondo serpatolo scarica acgua all'esterno

= | 3 pressione esterna e costante

= | serbatoi si comportano come capacita, le condotte come resistenze



Esercizio: Equilibrio per i Serbatoi in Cascata .

= || problema veniva modellato con un circuito equivalente RC
= | O stato stabile veniva identificato per simulazione

a soluzione e disponibile nel file es tubes2 eq.m dell start-kit

Calcolate lo stato di equilibrio con un sistema di eq. lineari

m Estendente il codice esistente

= \isualizzare sul prompt del comandi lo stato di equilibrio
= \/|sualizzate I'ultimo stato simulato

= | valori sono simili”?

= i sSono discrepanze”?

= Dj quale valore c¢i possiamo fidare di piu”?
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Esercizio: Velocita di un Fluido in Condotta

La velocita di un fluido in una condotta e varia lungo la sezione

= [endenzialmente, la velocita e maggiore al centro
= || profilo di velocita e simile ad una parabola

Supponiamo di avere delle misurazioni accurate di velocita
e misurazioni sono nella forma (t;, y;)

m [; rappresenta la posizione sulla sezione della condotta
= y; e il valore della velocita misurata
= | e posizioni degli estremi della condotta sono note

Vogliamo ricostruire l'intero profilo di velocita



Esercizio: Velocita di un Fluido in Condotta

Partite dal file es_waterspeed.m nello start-kit
Ottenete un polinomio interpolante

= Per farlo, risolvete un sistema di eq. linear
= [Jsate un polinomio di secondo grado (parabola)

Quindi procedete a disegnare:

= || valore del polinomio interpolante su tutta la condotta
» Utlizzando scatter disegnate anche le misurazion

| due disegni devono essere sovrappost, sulla stessa figura
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Esercizio: Prestazione di una Pompa Centrifuga .

Il diagramma di prestazione di una pompa centrifuga:

CHARACTERISTIC CURVES AND PERFORMANCE DATA 50Hz n=2900rpm HS=0m

2 0 ® USgpm.

0 20 ' 0 mpgpm
25

b 3

Head H (metres) »
&

-
o

MEIz 0.40
: 0 2 50 75 100 125 150 Umin

Flow rate Q »

= Mostra la relazione tra la portata Q (alle ascisse)...
s Elaprevalenza H (una grandezza analoga alla pressione)



Esercizio: Prestazione di una Pompa Centrifuga .

Spesso il diagramma viene definito a partire da valori noti, e.g.:

Portata (It/s) | 20 ‘ 40 ‘ 60 ‘ 80 |100|120‘140‘160‘

Prevalenza (m) |21 ‘20.5‘ 20 ‘18.5| 17 | 15 ‘ 13 ‘ 10 ‘

Nel file es_pump.m dello start-kKit:

= Approssimare la curva utlizzando il metodo del minimi quadrati

= Determinate (visivamente) il grado minimo necessario. ..

= . Peravere una approssimazione polinomiale adeguata

= Disegnate il polinomio approssimante ed | punti originar

= Determinate il valore di H per Q = 90

= Determinate |o stesso valore con una approssimazione lin. a tratti
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Esercizio: Equilibrio
oer I'Energia di un Elettrone



Esercizio: Equilibrio per I'Elettrone .

Considerate I'esempio del livello di energia di un elettrone

Un elettrone e puo trovarsi a tre livelli di energia diversi

m ¢ gj trova inizialmente a livello 1 (il piu basso)

m ¢ € soggetto ad interazioni che possono cambiare Il livello di energia
= Sappiamo che o stato di e & ben descritto in termini di probabilita

Avevamo ottenuto un modello probilistico a lezione

= Adesso vogliamo calcolare lo stato di equilibrio. ..
= . .Ossia la distribuzione di probabilita stabile...
= . Risolvendo un sistema di eq. linear



Esercizio: Equilibrio per I'Elettrone .

La soluzione del problema € nel file es_particle prob eq.m
| problema era stato risolto:

= Definendo un modello probabllistico
= [ndentificando lo stato stabile per simulazione

Calcolate lo stato di equilibrio mediante un sistema di eq. lineari

= [ avorate estendendo il codice esistente

= \isualizzare sul prompt del comandi o stato di equilibrio
= \/isualizzate I'ultimo stato simulato

= (] sono discrepanze” Di che entita”

= Di quale valore c¢i possiamo fidare di piu”?
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Esercizio: Deformazione Meccanica



Esercizio: Deformazione Meccanica .

Sono date delle misure di deformazione di un pezzo meccanico

22

o o 8
®© % % o° $% o ©
o0
Fo) e}
g o @ oo o 0Q
1.8+
° o
°
16 o‘g
1.4}
12} o

1L. 00

]

0.8

I I
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

= Alle ascisse c'e la posizione originaria X di alcuni punti sul pezzo
= Alle ordinate c'e la posizione X2 dopo la deformazione



Esercizio: Deformazione Meccanica

Le misure non sono molto precise (sono "rumorose")

A partire dal fle es_strain.m;

= Approssimare relazione X2 = F(X) con il metodo del min. quadrati
. Determinate (visivamente) il grado minimo necessario. ..
= . Peravere una approssimazione polinomiale adeguata

Una possibile definizione dello sforzo meccanico e data da:
SX)=1-F'(X)
» Dove F/(X) ¢ laderivata di F(X)

Si caleoli lo sforzo meccanico per X = 1.5



